Matematyka 1 piekno
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1. Pojecie pigekna wydaje sie zastrzezone gtéwnie dla sztuki
lub poezji, a takze dla niektérych aspektéw zycia codziennego,
ale nie dla matematyki. Atrybutami tej ostatniej sg abstrakcyjne
byty platonskie, np. liczby i figury geometryczne, do ktérych sto-
suje sie Sciste dedukcyjne rozumowania. Pewnym konstrukcjom
oraz dowodom matematycznym mozna by ostatecznie przypisac
cechy takie jak estetyka lub elegancja. Ale piekno? Dla wie-
lu zresztq sama matematyka, przez przykre wspomnienia z lat
szkolnych, wydaje sie wprost zaprzeczeniem pigkna. Znane sg
perypetie, wrecz cierpienia, stawnych poetéw zwigzane z naukg
matematyki (Julian Tuwim, Krzysztof Kamil Baczynski).

Atrybutem piekna jest jego immanentna nieuchwytnosg¢,
tajemnica. Piekno przekornie wymyka sie wszelkim probom
formalizacji. Z codziennego doswiadczenia znamy tez inne
pojecia, o ktérych ,w zasadzie wiemy”, czym sg — dopoki
nie musimy podac ich precyzyjnej definicji. Klasycznym przy-
ktadem jest czas: kazdy doskonale zna ten termin i czesto go
przywotuje, ale nikt nie potrafi powiedzie¢, czym tak naprawde,
w swej najgtebszej istocie jest czas. Catkiem pospolitego przy-
ktadu dostarczajg ludzkie twarze: jedne zdajg sie piekne, inne
przeciwnie. | nie ma wiekszego sensu pyta¢ naiwnie: dlaczego?
Angielski poeta Alfred E. Housman (1859-1936) powiedziat
kiedys$ z zaskakujgacq szczeroscia, ze on sam, autor cenionych
wierszy, nie wie, czym jest poezja, przez co przypomina psa,
ktory tez nie potrafi zdefiniowa¢ szczura, ale gdy go juz zobaczy,
to jednak dobrze wie, ze to szczur.

Mimo wszystko matematyka moze poszczycic¢ sie swoistym
pieknem. Bertrand Russell (1872—-1970) powiedziat z nietypowa,
jak na filozofa i logika, egzaltacja;

Matematyka [...] jest w posiadaniu nie tylko prawdy,
ale i najwyzszego piekna, cho¢ jest to piekno zimne
i surowe [...], a przy tym cudownie czyste. W matema-
tyce, tak jak i w poezji, mozna znalez¢ ducha prawdzi-
wego zachwytu, a to daje poczucie bycia kims$ wiecej,
niz Cztowiekiem.

2. By blizej wyjasni¢ problem, warto poda¢ konkretny przy-
ktad. Bedzie to przyktad wziety z teorii liczb, ktora juz w staro-
zytnosci, ponad dwa i pot tysigca lat temu, byta gtéwnym filarem
matematyki greckiej i osiggneta tam wysoki stopien $cistosci.
(Drugim filarem byta geometria.) Matematyk niemiecki Leopold
Kronecker (1823-1891) powiedziat kiedy$, ze dla matematyka
teoria liczb jest jak pewna niezwykta roslina dla mitycznego
plemienia Lotofagéw (IX Ksiega Odysei Homera): kto raz jej
sprobowat, ten juz na zawsze pozostanie pod jej wptywem,
znajdzie kojace zapomnienie i nigdy nie bedzie chciat zakosz-
towaé czegos innego.

W centrum analitycznej teorii liczb znajduje sie obiekt ta-
jemniczy, prawdziwy klejnot: tzw. funkcja dzeta Riemanna ozna-
czana grecka literg ¢. Obiekt nadzwyczaj niepozorny, a jednak
skrajnie trudny; peten licznych, zazdrosnie skrywanych tajem-
nic, brzemienny w gtebokie, czesto sprzeczne z intuicjg impli-
kacje, i to nie tylko matematyczne. Przytocze tu podrecznikowg
definicje tej funkcji — nie po to, by zniecheci¢ niematematykow,
lecz by pokazaé, jak niewielu potrzeba do tego symboli:
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(Czes¢ rzeczywista zmiennej zespolonej s musi by¢ > 1.)

Na formute te natknat sie jako pierwszy Leonard Euler (1707—
—1783), ktory tez zauwazyt, ze funkcja dzeta wigze sig¢ z licz-
bami pierwszymi. Ta wtasnos¢ stanowi jej istote i jest gtowng
motywacjg badan.
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Funkcja dzeta w dziele Eulera Introductio in analysin infinitorum
z 1748 r. Uzywat on oznaczenia P oraz czytelnego, ale dos¢ roz-
wlektego, jak na dzisiejsze standardy, zapisu.

Szczegdlnie wnikliwie przebadat te funkcje Bernhard
Riemann (1826-1866) w swojej o$miostronicowej pracy z roku
1859, nadestanej do Akademii Nauk w Berlinie z okazji wyboru
na jej cztonka. Riemann usitowat znalez¢ odpowiedz na pro-
ste zdawatoby sie pytanie: jaka jest czesto$¢ pojawiania sie
liczb pierwszych wsréd wszystkich liczb catkowitych? Postawit
tez mimochodem pewng stawng hipoteze dotyczaca tej funk-
cji. Hipoteza ta do dzi$ pozostaje nierozstrzygnieta, mimo po-
nad pottora wieku trwajgcych wysitkow w celu jej dowiedzenia
lub obalenia, a takze obietnicy miliona dolaréw nagrody. Panuje
przekonanie, ze jest to najwazniejszy z nierozwigzanych proble-
moéw matematycznych.
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Fragment rekopisu pracy Riemanna z roku 1859, przechowywany
z pietyzmem w bibliotece uniwersyteckiej w Getyndze. Zawiera on
jedno z najbardziej doniostych zdan w catej literaturze mate-
matycznej. Jest to hipoteza dotyczgca funkcji dzeta, moéwiaca,
ze wszystkie zespolone pierwiastki tej funkcji lezg doktadnie
na linii prostej. Gdyby faktycznie tak byto, miatoby to wielkie znacze-
nie dla naszej wiedzy o liczbach pierwszych. ,Oczywiscie — pisze
Riemann — $cisty dowdd bytby tu bardzo pozadany. Po kilku kroét-
kich, nieudanych probach odtozytem na jaki$ czas poszukiwania
tego dowodu”.

3. Funkcja dzeta posiada kilka reprezentacji. Jedng z nich,
zbiezng na calej ptaszczyznie zespolonej, znalazt autor niniej-
szego tekstu w roku 1997
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gdzie I to funkcja gamma Eulera, za$ A, sg wspdtczynnikami
liczbowymi wyrazajacymi sie przez potegi liczby 1 oraz przez
liczby Bernoulliego B,
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(ciag dalszy — str. 3)

' K. Maslanka, The Beauty of Nothingness: Essay on the Zeta Function
of Riemann, Acta Cosmologica XXIII-1 (1998), s. 13-17.



Matematyka i piekno

(ciag dalszy ze str. 2)

Formuta ta ukazuje w sposob jawny pewne wtasnosci funkgciji
dzeta ukryte w innych jej reprezentacjach. Korzystajac z niej,
matematyk z Wenezueli Luis Baez-Duarte odkryt w roku 2003
nowe kryterium dla hipotezy Riemanna, tj. warunek réwnowazny
tej hipotezie2. Mowi on, ze jesli zdefiniowaé ciag liczb rzeczy-
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wowczas kluczowe znaczenie ma szybkos¢ ich zdazania
do zera, gdy k dazy do nieskonczonosci. (Liczby te réwniez
zalezg od poteg liczby m oraz od liczb Bernoulliego.) Doktadniej,
hipoteza Riemanna jest rownowazna warunkowi:

= O(k—3/4-+s)

gdzie O oznacza symbol Landaua, natomiast ¢ jest dowolnie
matg statg dodatnia.

4. Nawet najbardziej zaprzysiegty wrég matematyki, o za-
interesowaniach czysto humanistycznych, zna powiedzenie:
roztozyé co$ na czynniki pierwsze. Powiedzenie to weszto
na trwate do jezyka codziennego. Liczby pierwsze, czyli 2, 3,
5,7, 11, 13..., majg te wlasnos¢, ze kazda z nich dzieli sie bez
reszty tylko przez jedynke i przez samg siebie. Sg to byty bar-
dzo podstawowe. Juz mate dziecko, ktére bawi sie kamykami,
moze zauwazy¢, ze jesli jest ich np. 10, to mozna je utozy¢
w dwa rowne rzedy po 5 sztuk w kazdym. Podobnie jest
z liczbg 12: mozna utozy¢ 2 rzedy po 6 albo 3 rzedy po 4.
Natomiast z jedenastoma kamykami sztuka ta nigdy sie nie uda.
11 jest liczbg pierwsza, 10 i 12 sg ztozone. Spostrzezenie to jest
autentycznie bardzo elementarne i jednoczes$nie uniwersalne:
w rozwoju intelektualnym cztowieka poprzedza pojawienie sie
artykutowanej mowy, pisma czy abstrakcyjnych rozumowan.
Kazda potencjalna inteligentna cywilizacja kosmiczna powin-
na ten fakt zauwazy¢, nawet jesli nie stworzy zaawansowanej
techniki, nie méwiac juz o literaturze czy muzyce.

Jak zatem rozmieszczone sg liczby pierwsze wsrdd innych
liczb catkowitych? Jak bedzie w zakresie liczb coraz wigkszych?
Poglady co do odpowiedzi na te pytania sg od wiekéw jedno-
znacznie pesymistyczne. Wspomniany powyzej Euler napisat:

Matematycy prébowali na prézno odkry¢ jaki$ porzadek
w ciggu liczb pierwszych. My jednak mamy wszelkie po-
wody, by wierzyé¢, ze jest w tym jakas tajemnica, ktérej
umyst ludzki nie zgtebi nigdy. By sie o tym przekonaé,
wystarczy rzut oka na tablice liczb pierwszych (ktére
niektérzy skonstruowali powyzej wartosci 100 000):
wowczas zauwazymy, ze nie ma tam ani porzadku,
ani zadnych regut.

2 L. Baez-Duarte, On Maslanka’s Representation for the Riemann
Zeta Function, International Journal of Mathematics and Mathema-
tical Sciences, t. 2010 (2010), Article ID 714147, ss. 9. doi:10.1155/
/2010/714147.

Matematyk wegierski Paul Erdds (1913-1996) takze nie miat
watpliwosci w tej kwestii (1987):

Uptyna miliony lat nim zdobedziemy jakie$ zrozumienie,
ale nawet wtedy nie bedzie ono petne, bowiem w tym
przypadku stoimy naprzeciw Nieskonczonosci.

Jedno jest pewne: tajemnica ta — czy jg kiedykolwiek
poznamy, czy nie — jest zawarta w niepozornie wygladajacej
funkcji dzeta.

5. Kiedy brakuje trafnej idei, mozna sie uciec do ekspe-
rymentu. W matematyce, w przeciwienstwie do innych dzie-
dzin wspétczesnej nauki, eksperymenty sg wzglednie tanie,
a ostatnio pomagaja w nich komputery. Cho¢ dziatajg one coraz
szybciej i radzg sobie z coraz wiekszymi liczbami, to jednak
zaden z nich z catg pewnoscig nie dosiegnie nigdy tego, co jest
jednym z atrybutéw teorii liczb — nieskonczonosci. Kazda bo-
wiem liczba, choéby wydawata sie psychologicznie olbrzymia,
jest i tak czyms$ nieskonczenie matym w poréwnaniu z nieskon-
czonoscig. Z tego powodu w teorii liczb komputery czesto dajg
mylne sugestie.

Na przyktad, numeryczne eksperymenty ,przekonujgco”
sugerowaty przez lata, ze postawiona w roku 1897, przez zwig-
zanego z Krakowem matematyka Franciszka Mertensa (1840—
—1927), pewna hipoteza dotyczaca teorii liczb jest prawdziwa.
Wielu zresztg goraco zyczyto sobie tej prawdziwosci, bo pocig-
gnetaby ona za sobg prawdziwos¢ samej hipotezy Riemanna.
Jednak w roku 1983 i 1985 dwdéch matematykéw (majacy pol-
skie korzenie Amerykanin Andrew M. Odlyzko i Holender Herman
J.J. te Riele®) pokazato, ze hipoteza Mertensa jest ponad wszel-
ka watpliwos¢ fatszywa. Oznacza to, ze istnieje pewna liczba
naturalna, zbyt wielka, by to sprawdzi¢ z pomoca kompute-
réw, dla ktérej postulat Mertensa nie jest spetniony — cho¢ jest
spetniony dla wszystkich liczb mniejszych. Tak wiec intuicja
i eksperyment numeryczny przegraty po raz kolejny ze $cistym
dowodem — czystym tworem ludzkiego umystu®.

| to wiasnie jest jednym z aspektéw matematycznego piek-
na: prostota postawienia trudnego problemu, lapidarny zapis,
wazne implikacje, a jednoczesnie element zaskoczenia, kiedy to
okazuje sie, ze intuicja — poparta licznymi eksperymentami kom-
puterowymi — podpowiada co$ jawnie sprzecznego ze stanem
faktycznym. W dobie ,inwazji” komputeréw i wobec powszech-
nego zachwytu nad nimi warto o tym pamietac.

KRZYSZTOF MASLANKA
Instytut Historii Nauki PAN, Warszawa—Krakow

3 A.M. Odlyzko, H.J.J. te Riele, Disproof of the Mertens conjecture,
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 357 (1985),
s. 138-160. [Pierwszy komunikat autorzy ogtosili w 1983 r.; petng
publikacje w 1985 r.].
http://www.dtc.umn.edu/~odlyzko/doc/arch/mertens.disproof.pdf

4 Interesujace jest, ze w dowodzie Odlyzko i te Riele byty jednak
elementy komputerowe — m.in. numeryczne wartosci kilkuset po-
czatkowych zespolonych miejsc zerowych funkcji dzeta, policzo-
nych z duzg doktadnoscig. Méwitem o tym szczegoétowo w referacie
(wspdlnie ze $p. Prof. A. Pelczarem) wygtoszonym na posiedzeniu
Komisji Filozofii Nauk Przyrodniczych PAU 10 maja 2010, ztozonym
do druku w V tomie prac tej Komisji. — K. Maslanka, Cwierc¢ wieku
od obalenia hipotezy Mertensa (1985). Refleksje na temat dowodu
komputerowego, 2011 (w druku).
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