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O jakosciowej teorii rownan rézniczkowych
Bardzo waznym dziatem matematyki jest teoria rownan rézniczkowych. Roz-
waza sie tzw. réwnania rézniczkowe zwyczajne i czastkowe. Réwnania zwyczajne
stosuje sie w modelowaniu bardzo wielu procesoéw fizycznych, w szczegdlnosci do
opisu ruchu punktéw, gdy reguty, zgodnie z ktérymi badany (opisywany) ruch sie
odbywa, wyznaczane sg przez zwigzki miedzy predkoscig a potozeniem punktu
w danej chwili, zapisywane w postaci réwnan typu Z=f(t,z), gdzie z=z(t) jest
szukang funkcja czasu (potozeniem rozwazanego punktu w chwili ¢), Z oznacza
jej pochodna, ktéra w przyjetej tu interpretacji kinematycznej jest predkoscig ba-
danego punktu, f jest (dang) funkcjq okreslajaca prawo, zgodnie z ktérym odbywa

sie badany ruch.

Rozwigzaniami sg wiec funkcje wyznaczajace potozenie punktu w zaleznosci
od czasu. Mozna powiedzie¢, ze szukajgc rozwigzan takich rownan szukamy drég,
po jakich poruszajg sie badane punkty (a takze — implicite — okreslamy predko$¢
ruchu).

Szukanie konkretnych wzoréw okreslajacych rozwigzania takich réwnan jest
czesto bardzo trudne. Nierzadko jednak interesujg nas nie tyle konkretne wzory,
lecz przede wszystkim pewne wiasnosci rozwigzan, np. jak ich okresowos¢, stabil-
nos¢, ograniczonos¢, wzglednie wystepowanie zachowan chaotycznych. Okazuje
sie, ze przy pewnych zatozeniach dotyczacych funkcji danych w rozwazanych
zagadnieniach (a wiec funkcji f ustalajgcych zaleznosci miedzy predkoscig w danej chwili, a potozeniem punktu
w tej chwili) mozna stwierdzi¢, ze ws$rdd rozwigzan znajdg sie — jakies — rozwigzania o wiasnosciach np. takich,
jak okresowos$¢ czy zachowania chaotyczne. Takie zagadnienia wchodzg w zakres tzw. jako$ciowej teorii rownan
rézniczkowych. Jej poczatki wigze sie z nazwiskami kilku matematykéw XIX wieku, przede wszystkim H. Poincaré’go
i A.M. Lapunowa. Istotny wktad w rozwdj tej teorii wniost profesor Uniwersytetu Jagiellonskiego, Tadeusz Wazewski,
tworca krakowskiej szkoty rownan rézniczkowych. Jego idee, podjete przez uczniéw, zaowocowaty wynikami licznych
matematykéw (w tym wielu spoza Polski), a wzbogacone przez nowe metody (w tym metody topologii algebraicz-
nej, wzmacniajace aparat topologii ogélnej, ktorg przede wszystkim postugiwat sie Wazewski) wrocity do Krakowa
niejako ,po bardziej zaawansowanych drogach” i sa owocnie rozwijane przez ,naukowych wnukow” Wazewskiego
uzyskujacych piekne wyniki. Przyktadem takich wynikéw jest metoda, ktorg prof. Roman Srzednicki, autor ponizszej
wypowiedzi na ten temat, nazywa metodg geometryczng wykrywania rozwigzan okresowych, a takze — co jest niejako
komplementarne — zachowah chaotycznych.
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Roéwnania rézniczkowe zwyczajne to rownania postaci  element jakosciowego opisu, Poincaré uznat informacje

. o istnieniu rozwigzan okresowych. Jednym z problemow,

(1) xX=f(1.x), wigzacym sie z jej uzyskaniem, jest wskazanie warun-

kow, ktére nalezy natozyé na T-okresowg ze wzgledu

na pierwszg zmienng funkcje f (przy ustalonym 7>0),

by zagwarantowac istnienie 7T-okresowego rozwigzania
x réwnania (1).

Publikacje dotyczace tego problemu (oraz proble-
moéw pochodnych, jak oszacowanie liczby poszukiwa-
nych rozwigzan) dla nieliniowych funkcji f opierajg sie
przewaznie na twierdzeniach Jeana Mawhina, zwigza-
nych z modyfikacjami tzw. stopnia Leray-Schaudera,
na metodzie funkcji prowadzgcych Marka A. Krasnosel-
skiego, twierdzeniach o punkcie statym (jak twierdzenie
Poincare’go-Birkhoffa), twierdzeniach o topologicznej
transwersalnosci Andrzeja Granasa oraz, w przypadku
réwnan drugiego rzedu, na metodach wariacyjnych.

W pracy [9] zostata wprowadzona nowa, geometrycz-
na metoda dowodzenia istnienia rozwigzan problemu. Jej
inspiracja byto twierdzenie retraktowe Tadeusza Wazew-
skiego, tworcy krakowskiej szkoty rownan rézniczkowych.
Metoda geometryczna opiera sie na konstrukcji pewnych

gdzie f jest ,polem predkosci” nieznanej, sparametryzo-
wanej przez ,czas” t, krzywej x w ,przestrzeni fazowej”,
ktéra zazwyczaj jest n-wymiarowg przestrzenig euklide-
sowg R". Stuzg do matematycznego modelowania pro-
cesow zachodzacych w przyrodzie, technice i ekonomii,
a znajomosc¢ ich rozwigzan jest wykorzystywana przy
prognozowaniu skutkdéw tych procesow. Niestety, na ogot
nie jest mozliwe petne wyprowadzenie wzoréw na roz-
wigzania réwnan rézniczkowych i niezbedne o nich infor-
macje uzyskuje sie na drodze numerycznej, co przewaz-
nie wigze sie z niekontrolowanymi niedoktadnosciami.
Z tego powodu wazna role odgrywajg badania, w ktérych
w Scisty matematyczny sposdb dowodzi sie okreslonych
jakosciowych witasnosci rozwigzan, bez wykorzystywa-
nia zaréwno ich analitycznej postaci jak i numerycznych
przyblizeh. Takie badania zostaty zapoczatkowane przez
Henri Poincaré’'go, ktory jako pierwszy zauwazyt ztozo-
no$¢ i chaotycznos¢ zachowan rozwigzan niektorych
réwnan, skutkujaca, miedzy innymi, problemami zwia-
zanymi ze stabilno$cig Uktadu Stonecznego. Jako wazny (dokoriczenie — str. 4)
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