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O metodzie geometrycznej ...
dokończenie ze str. 3

zbiorów, zwanych okresowymi segmentami izolującymi, 
zawartych w rozszerzonej przestrzeni fazowej równania. 
Główny wynik stanowi równość indeksu punktu stałego 
(czyli pewnego rodzaju „miernika” ilości punktów stałych) 
odwzorowania „po czasie T ” (zwanego odwzorowaniem 
Poincaré’go) w punktach początkowych rozwiązań okre-
sowych znajdujących się wewnątrz segmentu izolującego 
i tak zwanej liczby Lefschetza odwzorowania monodro-
mii, będącej niezmiennikiem topologicznym segmentu. 
W szczególności, jeżeli liczba Lefschetza jest różna od 
zera, to równanie posiada rozwiązanie T-okresowe. 

	 W pracy [11] zostały zaanonsowane dwa twierdze-
nia na temat wykrywania dynamiki chaotycznej odwzo-
rowania Poincaré’go. W pierwszym z nich dla uzyskania 
chaosu zakłada się istnienie okresowych segmentów 
izolujących o rozłącznych przekrojach dla pewnego pa-
rametru czasowego oraz zakłada się specjalną postać 
tych przekrojów. Drugie, łatwiejsze w weryfikacji i przez 
to ważniejsze, jest wynikiem współpracy z Klaudiuszem 
Wójcikiem, a jego dowód został opublikowany w pracy 
[12]. Twierdzenie to także przedstawia warunki gwarantu-
jące istnienie dynamiki chaotycznej. Warunki te dotyczą 
odwzorowań monodromii skojarzonych z dwoma seg-
mentami, z których jeden jest zawarty w drugim. Z tego 
twierdzenia wynika w szczególności, że równanie

z·= (1+e iΦt  |z|) z-2

generuje dynamikę chaotyczną w zakresie parametrów 
0<Φ≤1/288. Jak się wydaje, jest to jeden z pierwszych 
przykładów równań, dla którego bez użycia komputerów 
podano konkretny zbiór parametrów, dla których wystę-
puje chaos (w przeciwieństwie do wyników opartych np. 
na twierdzeniu Mielnikowa, w których istnienie chaosu 
jest udowodnione dla małych perturbacji pewnych rów-
nań, bez sprecyzowania zakresu tych perturbacji).
	 Wyniki dalszych badań związanych z wykrywaniem 
chaosu, opierających się na istnieniu segmentów izolu-
jących, ukazały się, między innymi, w pracach [5,6,13]. 
W serii prac [14] uzyskano szereg nowych twierdzeń 
uogólniających wyniki pracy [12], w szczególności roz-
szerzających zakres parametru Φ, dla którego równanie 
(2) generuje dynamikę chaotyczną. Najnowsze wyniki na 
temat tego równania, uzyskane ze wspomaganiem kom-
puterowym, opublikowano w pracy [4].
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	 Główne zastosowana metody geometrycznej doty-
czą równań, w których prawa strona jest wielomianem 
o współczynnikach okresowych. W pracach [9,10] uzy-
skano szereg ogólnych twierdzeń dla tej klasy równań. 
Wynika z nich, na przykład, że równania

z·=z-2 +e it ,   z·=e itz-2 +z-,   z·=e itz-2 +z
(w zapisie używającym liczb zespolonych) posiadają, 
kolejno rozwiązanie 2π-okresowe, niezerowe rozwiąza-
nie 2π-okresowe i niezerowe rozwiązanie 6π-okresowe. 
Niektóre z tych twierdzeń zostały później uogólnione za 
pomocą innych metod (np. [2,3]). Dalsze zastosowania 
znajdują się, między innymi, w napisanej wraz z Tomaszem 
Kaczyńskim pracy [1], w której uzyskano wyniki dotyczą-
ce równań, w których prawe strony są funkcjami wymier-
nymi o współczynnikach okresowych oraz w pracy [7], 
wspólnej ze Stanisławem Sędziwym, na temat istnienia 
rozwiązań okresowych równań wyższych rzędów. Wyniki 
dotyczące metody geometrycznej zostały zebrane w ma-
jącej charakter preprintu monografii [8], przed ukazaniem 
się drukiem wspomnianych powyżej publikacji.
	 Metoda geometryczna została też zastosowana  
w pracach na temat istnienia chaosu. Wzmożone zain-
teresowanie teorią chaotycznych układów dynamicznych 
datuje się od połowy lat 1970., gdy w środowisku mate-
matycznym zainteresowano się wynikami numerycznych 
symulacji przeprowadzonych dekadę wcześniej przez 
Eduarda Lorenza. Najbardziej znane metody dowodzenia 
istnienia chaosu w układach generowanych przez rów-
nania różniczkowe (np. metody Milenikowa i Szilnikowa) 
są oparte na badaniu specjalnego typu trajektorii (zwa-
nych trajektoriami homoklinicznymi). W ciągu ostatnich 
kilkunastu lat, w pracach Mariana Mrozka, Konstantina 
Mischaikowa, Piotra Zgliczyńskiego i innych, pojawiły 
się komputerowo wspierane dowody szeregu wyników 
dotyczących chaosu w klasycznych układach (Lorenza, 
Rösslera itp.).
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